Programme de colle n°26

semaine du 4 au 8 mai

Notions vues en cours

Chapitre 33 : Déterminants (suite de la semaine précédente)

e Déterminant d'une famille de vecteurs (uy, - - ,u,) dans une base B3, notation detg(uy,- - - ,up),
detp est une forme n-linéaire alternée, detp(B) = 1

e Formules detg (uy,- - ,u,) = detg (B)dets(uy,- -+ ,u,) et detg (B)detz(B') = 1, caractérisa-
tion d’'une base par le déterminant (en dimension finie)

e Déterminant d'une matrice carrée, formules pour les déterminant de taille 3 ou moins (régle
de Sarrus)

e det(A") = detA, le déterminant est une forme n-linéaire alternée (donc antisymétrique) en les
colonnes / les lignes de la matrice et conséquences directes (si les colonnes / lignes forment
une famille liée, le déterminant est nul, etc.)

e Opérations élémentaires sur le déterminant : les permutations changent de signe, les dilata-
tions font apparaitre un facteur hors du déterminant

e Mineur (noté A;;), cofacteur, développement selon une ligne / colonne, déterminant d'une
matrice triangulaire

e Déterminant d'un endomorphisme : définition, notation det f, formule dets (f (1), - -, f(un)) =
det f x detg(uy,--- ,u,), formules pour det(Af), det(f o g), det(f~!), formules équivalentes
pour les matrices

e Le déterminant d'un endomorphisme correspond a celui de sa matrice selon toute base, deux
matrices semblabes ont le méme déterminant

e Comatrice : définition, notation Com(A), formule ACom(A)" = Com(A) A = det(A)1,, si A
est inversible, expression de A~ ! en fonction de Com(A)

e Avec A € M, ,(K), le systtme AX = B admet au moins une solution ssi B € Im(A), il y a
unicité (sans forcément existence) ssi Ker(A) = {Ox» }

e Systeme de Cramer (A € M, (K) et A est inversible), existence et unicité de la solution d’'un
systeme de Cramer, la solution est X = A~ !B, formules de Cramer

e Sous-matrice de taille » d'une matrice A € M, , (K), mineur de taille r, le rang de A vaut r ssi
il existe au moins un mineur de taille » non nul et si tous les mineurs de taille » + 1 sont nuls.

La question de cours differe de d’habitude cette semaine, mais les exercices porteront sur le chapitre 33
(déterminants).

Les questions de cours sont en page suivante



Questions de cours

Questions Flash. Préparation au concours blanc : pour chaque étudiant, 8 questions Flash seront
posées sur les chapitres 1 a 32. Parmi les 8 questions, 2 d’entre elles porteront sur les chapitres 30 a

32.

Question Longue. Pas de question longue cette semaine. Les 8 questions Flash font office de
question Longue, y compris en termes de baréme.

Questions Flash au programme :

Chapitre 32 : (les notations sont sous-entendues)

Qu’appelle-t-on une permutation d'un ensemble E ? Donner un exemple classique de permu-
tation de E.

Soitc=(2 5 4)(4 1 5)unélémentdeSs.Compléter:6:<1 234 5)

Définir le support d'une permutation o. Que peut-on dire de deux cycles dont les supports
sont disjoints ?

Quel est le résultat de décomposition de ¢ en lien avec les cycles ? Est-ce qu’il y a unicité de
cette décomposition ?

Quel est le résultat de décomposition de ¢ en lien avec les transpositions ? Est-ce qu’il y a
unicité de cette décomposition ?

Soit 0 = ( ay -+ ap ) un cycle. Donner la formule qui décompose ce cycle en produit de
transpositions.

Soit & € S,.. A quelle condition est-ce que ¢ est une permutation impaire 2 Que vaut alors sa
signature ?

Quel sont les ensembles de départ et d’arrivée de ’application signature € ? Que peut-on dire
de plus sur € par rapport a ces deux ensembles ?

Chapitre 31 : (les notations sont sous-entendues)

Donner la taille de la matrice Matg(x) et expliquer ce que représente chaque coefficient de
cette matrice.

Donner la taille de la matrice MatBFB (f) et expliquer ce que représente chaque coefficient
de cette matrice.

Soit f € L(E,F) etx € E. Donner la formule qui exprime la matrice de f(x) en fonction des
matrices de f et de x. On appelera Bg, Br les bases de E, F'.

Soit f € L(E,F) etg € L(F,G). Donner la formule qui exprime la matrice de g o f en fonction
des matrices de f et de g. On appelera Bg, By, B¢ les bases de E, F, G.

Soit f € L(E,F) bijective. Donner la formule qui exprime la matrice de f~! en fonction de la
matrice de f. On appelera Bg, Br les bases de E, F.

Donner la taille de la matrice de passage de B vers B’ et expliquer ce que représente chaque
coefficient de cette matrice.

Donner la formule de changement de bases qui donne Mat(x) en fonction de Matg (x).
Donner la formule de changement de bases qui donne Mat, B (f) en fonction de Mat, B (f)-
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fa canoniquement associé a A.

SoitA = ( > .Donner 'ensemble de départ, d’arrivée et I'expression du morphisme

Donner la définition de matrices équivalentes, en faisant attention a la taille des matrices.

Si deux matrices sont équivalentes, que peut-on dire de leurs rangs ? Est-ce une équivalence ?



Donner la définition de matrices semblables.
Si deux matrices sont semblables, que peut-on dire de leurs traces ? Est-ce une équivalence ?

Que peut-on dire de la trace de A+ B ? et de la trace de AB ?

Chapitre 30 : (on suppose que E et F sont des K-e.v. et f € L(E,F))

Soit p un projecteur sur un s.e.v. F parallelement a un s.e.v. G. Que doivent vérifier F et G
pour que cela ait un sens ? Que vaut alors p(u) pouru € E ?

Soit p un projecteur sur F parallelement a G. Donner deux expressions de F' et une expression
de G qui font intervenir p.

Compléter ces phrases : “Soit p € L(E). Alors p est un projecteur ssi...” et “Soits € L(E). Alors
s est une symeétrie ssi ...”

Soit s une symétrie par rapport a un s.e.v. F' parallelement a un s.e.v. G. Que doivent vérifier F
et G pour que cela ait un sens ? Que vaut alors s(u) pouru € E ?

Soit E un K-e.v. Que signifie 'assertion “ f est une forme linéaire sur E” ?

Soit (ey,- -+ ,e,) une base de E. Que signifie “(e],- - - ,e)) est une base duale de (ej,--- ,e,)” ?
Que doit vérifier H pour étre un hyperplan de E, si E est de dimension quelconque ?

Que doit vérifier H pour étre un hyperplan de E, si E est de dimension n ? Quelle est la
dimension de E* 2

Soit H; = Ker ¢, et H, = Ker ¢, sont deux hyperplans, a quelle condition sur ¢; et ¢, a-t-on
H =H?

Soit E un K-e.v. Donner une caractérisation de I'assertion “H est un hyperplan” qui fasse
intervenir un supplémentaire.

Chapitre 29 : (on suppose que E et F sont des K-e.v. et f € L(E,F))

Compléter : une application f : E — F estlinéairesi: ..........

Donner les définitions ensemblistes de Ker f et de Im f.

A quelles conditions sur Ker f et Im f est-ce que f est injective ? surjective 2
Comment trouver une famille génératrice de Im f a partir d'une base B = (e, --- ,e,) de E ?
Soitu: Ry [X] — R, [X| une application linéaire qui vérifie u(1) = 3X, u(X) = 4X* etu(X?) =

5. Pourquoi est-ce que cela suffit a déterminer complétement u ? Exprimer u(P) pour un
polynome quelconque P = aX* +bX +c € Ry [X].

Si E et F sont de méme dimension finie, que peut-on dire si f est injective ?

Que signifie que E et F sont des espaces isomorphes ? Si dim E = n, quels sont les espaces
isomorphesa E ?

Soituy,--- ,u, desvecteurs de E et f € L(E,F). Quelle est la définition de rg(uy,- - - ,u,) ? de
rgf?

Si E est de dimension finie, que peut-on dire sur le rang de f ? On attend deux propriétés.

Si F' est de dimension finie, que peut-on dire sur le rang de f ? On attend deux propriétés.
Que peut-on dire du rang de g o f en fonction des rangs de f et de g ?

Enoncer le théoréme du rang.

Chapitre 28 : (on suppose que E est un K-e.v.)

Compléter avec “libre”, “liée” ou “génératrice” : toute sur-famille d'une famille.. ... .. est encore
...... (plusieurs mots peuvent convenir)

Compléter avec “libre”, “liée” ou “génératrice” : toute sous-famille d'une famille ...... est
encore...... (plusieurs mots peuvent convenir)

Enoncer les théorémes de la base incompleéte et de la base extraite.



A quelle condition est-ce qu'un ensemble E est dit de dimension finie ? Comment définit-on
alors la dimension de E, cad I'entier dimE ?

Donner la dimension de I'e.v. M,, ,(K) et écrire trois matrices issues de sa base canonique.

Donner la dimension de K" et écrire trois vecteurs issus de sa base canonique. De plus, quelle
estladimensionde E X F ?

Si dimE = n, que peut-on dire sur le cardinal d'une famille libre de £ ? On attend deux
propriétés.

SidimE = n, que peut-on dire sur le cardinal d'une famille génératrice de £ ? On attend deux
propriétés.

On suppose E de dimension finie et F' un s.e.v. de E. Que peut-on dire sur les dimensions de
F et de E ? On attend deux propriétés.

Soit F, G deux s.e.v. de E. Que doit vérifier une base 5 pour étre une base adaptée a la décom-
position £ = F & G ? Comment obtenir une telle base ?

Enoncer la formule de Grassman pour deux s.e.v. F et G. Que devient cette formule si F et G
sont en somme directe ?

Soit E un e.v. et ', G deux s.e.v. de E. Donner 3 caractérisationsde F @G =E.

Chapitre 27 (on suppose que E est unK-e.v.):

Donner cing K-e.v. usuels (rappel : la liste est K", K%, K[X], K(X), M, ,(K))

Soit F C E. Donner une caractérisation de “F est un s.e.v.de E”.

Donner la définition en termes d’ensemble de Vect(u,- -« ,u,).

Soit A une partie de E. Compléter: Vect(A) estle plus............ deE qui............ A et Vect(A)=
A SSi i

Donner la définition de “(uy,- - - ,u,) est une famille génératrice de E”.

Donner la définition de “(uy,- - - ,u,) est une famille libre”. Comment appelle-t-on une famille
qui n’est pas libre ?

Donner la définition de “(uy,- - - ,u,) est une famille liée”.

Donner la définition de “u et v sont colinéaires”. Que peut-on alors en déduire sur la famille

(u,v)?
Que signifie la notation F & G ? En donner une caractérisation simple en fonction de F et G.

Que signifie “F et G sont supplémentaires” ? En donner une caractérisation simple en fonction
de F et G.

Chapitre 24 :

Rappeler le théoreme de d’Alembert-Gauss.
Quels sont les polynomes irréductibles sur C ? et sur R ?

Donner la forme de la factorisation d’'un polynéme de C [X } , en précisant le role de chaque
variable

Donner la forme de la factorisation d’'un polynéme de R [X } , en précisant le role de chaque
variable

Qu’appelle-t-on un polynoéme scindé sur K ? et scindé a racines simples ?
En termes de racines, donner une condition nécessaire et suffisante pour que PAQ =1

Soit P = aX® + bX? + cX +d avec a # 0, dont on note o, B, ¥ les racines complexes. Donner
les relations coefficients-racines.

Quelle structure algébrique possede I'ensemble K(X) des fractions rationnelles ?

A
Soit F = 5€ K(X). Que doit-on vérifier pour que F soit irréductible ?



A
Soit F = 5 € K(X). Que vaut deg(F) ? Dans quel ensemble prend-il ses valeurs ?

A
Quelle est la définition d'un poéle d’'une fraction rationnelle 3 ? et d'une racine ?

Donner la forme de la DES sur R(X) ou sur C(X) pour une fraction rationnelle donnée
par 'examinateur (le dénominateur étant déja factorisé ou facile a factoriser, et la division
euclidienne nw'étant pas nécessaire).

Chapitre 23 :

Rappeler la définition de “P et Q sont associés”

Si B | A dans quel cas peut-on dire que deg B < degA ? Que peut-on dire de plus si degB =
degA?

SoitA,B € K[X].SiA | Bet B | A, que peut-on dire ?

Enoncer le théoréme de la division euclidienne dans K [X }

Rappeler la relation de Bézout (ou théoreme de Bézout-Bachet) pour des polynémes
Rappeler le théoréeme de Bézout pour des polynémes

Que peut-on dire des polynémes AB et (AV B)(AAB) ?

Compléter : o est uneracine de Pssi...... divise P

Donner deux caractérisations de “o est racine de multiplicité exactement m” : une avec une
relation de divisibilité, une qui fait intervenir P et ses dérivées.

Donner deux caractérisations de “« est racine de multiplicité au moins m” : une avec une
relation de divisibilité, une qui fait intervenir P et ses dérivées.

Quel lien existe-t-il entre le degré d’'un polyndéme et son nombre de racines (comptées avec
multiplicité) ?

Chapitre 22 :

Ecrire la forme développée (avec un signe Z) d'un polyndéme P tel que degP < n (n € N).
Donner une CNS (condition nécessaire et suffisante) pour avoir deg P = n.

Donner les formules des degrés de P+ Q et de PQ

Soit P = Z arX ket 0= Z b X k, Compléter la formule : PQ = Z X kavec Ck=...
k=0 k=0 k=0

Que peut-on dire du degré de P o Q si Q est constant ? et si Q est non constant ?

n
Soit P = Z aiX*. Compléter la formule : P = Z (...)x*
k=0 k=0

Enoncer la formule de Taylor pour un polynéme P

Chapitre 20 :

Soit A, B des matrices de tailles respectives (n, p) et (p,q). Rappeler la formule qui exprime
[AB] ;; en fonction des coefficients de A et de B.

Donner toutes les matrices élémentaires de M»(RR).

Soit EV et EX deux matrices élémentaires. Compléter la formule : E gkt — 6 E-

Quelle structure algébrique peut-on mettre sur M, ,(K) ? et sur M,,(K) ?

Donner la forme (avec des 0, des *...) d'une matrice diagonale de M, (K). Idem pour les
matrices triangulaires supérieures et inférieures.

Si A et B sont diagonales, que peut-on dire de AB ? peut-on dire la méme chose pour des
matrices triangulaires ?

Rappeler la formule du binéme dans M,,(K), ainsi que la formule A™ — B™.

Que suffit-il de vérifier pour qu'une matrice A de M,,(K) soit inversible ?



Soit A € M, ,(K). Quelle est la taille de A" 2 Exprimer [AT] ;; en fonction des coefficients de
A.

Exprimer différemment (AB) " et (A7)~ 1.

Rappeler la définition de matrice symétrique et de matrice antisymétrique.

Chapitre 19 :

Soit T unel.c.i. sur E et e € E. Que doit vérifier e pour étre un élément neutre pour T ?
Soit T une l.c.i. sur E et x € E. Que doit vérifier x pour étre symétrisable pour T ?

Rappeler (éventuellement oralement) quelles sont les 4 propriétés a vérifier pour que (G, T)
soit un groupe.

Soit (G, -) un groupe et H C G. Donner une caractérisation de “H est un sous-groupe de G”.

Soit (G, T) et (G, L) deux groupes et f : G — G'. Que doit vérifier f pour étre un morphisme ?
Puis oralement : un endomorphisme ? un isomorphisme ? un automorphisme ?

Soit f un morphisme de groupes. Rappeler la définition et la notation du noyau de f. A quelle
condition sur le noyau est-ce que f est injective ?

Soit f un morphisme de groupes. Rappeler la définition et la notation de 'image de f. A quelle
condition sur I'image est-ce que f est surjective ?

Soit (A, +, x) un anneau. Donner une caractérisation de “B est un sous-anneau de A”
Rappeler la formule du bindme dans un anneau.

Soit (A, +, x) et (A, +, x ) deux anneaux. Que doit vérifier f : A — A’ pour étre un morphisme
d’anneaux ? Puis oralement : un endomorphisme ? un isomorphisme ? un automorphisme ?

Si (A, +, x) est un anneau, quelle structure algébrique peut-on donner sur I'ensemble de ses
éléments inversibles (noté Inv(A)) ?

Que doit vérifier un anneau (A, +, x ) pour étre un anneau integre ?

Que doit-on vérifier pour que (K, +, x) soit un corps ?

Chapitre 18 :

Sia|beth|a, que peut-ondiresuraeth?

Rappeler le théoreme de division euclidienne dans Z (avec toutes les hypothéses).
Enoncer le théoréme de Bézout-Bachet (aussi appelé relation de Bézout).
Enoncer le théoréme de Bézout.

Sia | be, peut-on dire que a | ¢ ? Sinon, quelle hypotheése doit-on rajouter ?

SiaAb=1etaAc=1,peut-on dire que a A (bc) = 1 ? Sinon, quelle hypothese doit-on
rajouter ?

Sia|ceth]|c, peut-ondire que ab | ¢ ? Sinon, quelle hypothese doit-on rajouter ?

Soit a,n € Z. Que signifie “a est inversible modulo n” ? Sous quelle condition est-ce que cela
est vérifié ?

Donner une relation simple qui fait interveniraAb etaV b, aveca,b € Z.
Enoncer le lemme d’Euclide.
Donner la forme générale de la décomposition d'un entier n sous forme de facteurs premiers.

Soit n € N*. Rappeler une définition de la valuation v, (n) (deux définitions sont acceptées, cf
18.47).

Donner une condition nécessaire et suffisante a a | b, qui fait intervenir les valuations v, (a) et
vp(b). Etpoura=>?

Compléter les formules suivantes : v,(ab) = ... etv,(aAb) = ...

Enoncer le petit théoréme de Fermat.



Chapitre 17 :

Soit £ un ensemble. Que doit vérifier R pour étre une relation d’équivalence sur E ?

Soitx € E et R une relation d’équivalence sur E. Donner la définition de la classe d’équiva-
lence de x.

Soit R une relation d’équivalence sur E. Si xRy, que peut-on dire des classes d’équivalence
dexety?

Soit R une relation d’équivalence sur E avec trois classes d’équivalences distinctes A, B, C.
Que peut-on dire sur A, Bet C ?

Soit E un ensemble. Que doit vérifier R pour étre une relation d’ordre sur E ?

Soit < une relation d’ordre sur E. Que doit vérifier < pour étre un ordre total ? Comment
appelle-t-on un ordre qui n’est pas total ?

Soit < une relation d’ordre sur E et A C E. Que doit vérifier A pour étre bornée ?

Soit < une relation d’ordre sur E et A C E. Que doit vérifier M pour étre le maximum de A
pour <X?

Chapitre 16 :

Donner la définition d'une fonction convexe ; puis a l'oral : qu’est-ce qui change pour une
fonction concave ?

Enoncer I'inégalité de Jensen pour une fonction convexe ; puis a 'oral : qu’est-ce qui change
pour une fonction concave ?

Enoncer I'inégalité des pentes pour une fonction convexe ; puis a I'oral : qu’est-ce qui change
pour une fonction concave ?

Que peut-on dire de la position de la courbe d’'une fonction convexe par rapport a une
sécante ? On pourra faire un dessin et répondre oralement.

Chapitre 15 :

e A quelle condition f est-elle dérivable a droite en a et que vaut alors f}(a) 2

Si f est dérivable a droite et a gauche en g, peut-on dire que f est dérivable en a ?

Soit f : I — R dérivable. Donner une ou des conditions nécessaires qui permettent de déduire
gqu'un point ¢ est un point critique de f.

Enoncer le théoréme de Rolle.

Enoncer le théoréme des accroissements finis.

Donner la définition de fonction lipschitzienne.

Enoncer I'inégalité des accroissements finis pour une fonction f : I — R
Enoncer le théoréme de la limite de la dérivée.

Que doit vérifier f pour étre une fonction de classe " ? et de classe ™.

Soit g, h deux fonctions 6™. Enoncer la formule de Leibniz pour la fonction f = gh.

Chapitre 14 :

Donner la définition de “f(x) — ¢” en termes de quantificateurs pour a et / finis.
xX—a

Des variantes de la question précédente ol1 a et/ou ¢ peuvent étre égaux a +oo ou —co,

Donner les quatre formes indéterminées qui font intervenir les opérations somSme, produit
et quotient.

Enoncer la caractérisation séquentielle de la limite pour une fonction f, pour une limite ¢ € R
au point a.

Est-ce qu'une fonction qui admet une limite a gauche et a droite en un point qui sont égales
admet nécessairement une limite en ce point ? Si c’est faux, tracer un contre-exemple.



Donner la définition de “ f est continue en a” en termes de limite puis en termes de quantifi-
cateurs.

Est-ce qu'une fonction qui est continue a gauche et a droite en un point est nécessairement
continue en ce point ? Si c’est faux, tracer un contre-exemple.

Soita € D. A quelle condition peut-on prolonger par continuité une fonction f définie sur
D\ {a} au point a ? Que vaut alors f(a) ?

Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires.

Enoncer le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires (celui qui traite de Uinjectivité,
indication qui ne sera pas mise sur le sujet de colle !).

Enoncer le théoréeme des bornes atteintes.

Enoncer le corollaire du théoréme des bornes atteintes (celui qui dit que l'image de tout
segment par une fonction continue (...), indication qui ne sera pas mise sur le sujet de colle !).

Chapitre 13 :

Donner la définition de “(u,),cn est majorée” ainsi que “(u,),cn est croissante”

Soit £ € R. Donner la définition de u, — ¢ en termes de quantificateurs.

Que signifie I'assertion “(u,) est convergente” ? et “(uy,) est divergente” ?

Donner la définition de u,, — 4o en termes de quantificateurs.

Soit (u,) une suite croissante. Que doit-elle vérifier pour étre convergente ? et divergente ?

Donner la définition de “(uy,) et (v,) sont adjacentes” puis oralement : que peut-on en déduire
sur (u,) et (v,)?

Que doit vérifier I'application ¢ pour que (uy,)) soit une suite extraite de (u,) ?
Donner la définition de “¢ est une valeur d’adhérence de (u,)".

On suppose que Uy, — £ et uz, 1 — ¢'. Que peut-on dire si £ # ¢' 2 etsif = {'?
Enoncer le théoréme de Bolzano-Weierstrass etle-démeontrer

Chapitre 12 :

SoitA C R et M € R. Que doit vérifier M pour étre un majorant de A ? pour étre le maximum
deA?

Que veut-dire la phrase “R possede la propriété de la borne supérieure” ?
Compléter la caractérisation de la borne inférieure “avec des €” : m = infA <— ...
Compléter la caractérisation de la borne supérieure avec des suites : M = supA <= ...

Soit f : [a,b] — R. Donner la définition de I'écriture “ sup f(x)”

x€ [a,b]
Soit D C R. Donner une définition de “D est dense dans R” (deux assertions possibles, une
seule suffit).

e Soit D C R. Donner une caractérisation de “D est dense dans R” en termes de suites.
Chapitre 10 :
u 1 1
[ )

Donner une primitive de —. En déduire une primitive de — x e
u x Inx

Donner une primitive de u'u* avec & # —1. En déduire une primitive de shx x B
ch”x

Donner une primitive de u'u® avec o # —1. En déduire une primitive de cosxV/sinx.
Donner une primitive de u'(ax+b) avec a # 0 et b € R. En déduire une primitive de tan(2x+3).

Si F est une primitive d'une fonction f sur un intervalle /, quelles sont toutes les primitives de
fsurl?



Enoncer le théoréme fondamental de I'analyse.

Donner la définition d’une fonction de classe €.

a
Soit a > 0. Que peut-on dire de f si f estimpaire ? et si f est paire ?

—a

Chapitre 9 :

Enoncer le théoréme de la bijection monotone. On pourra en faire tout ou partie oralement...

Soit f : R — R une fonction bijective. Quelles sont les hypothéses a vérifier pour affirmer que
f~! est dérivable en y 2 Que vaut alors (f ')’ (y) ?

Soit x,y € R. Exprimer x* avec des fonctions usuelles. Pour quelles valeurs de x et de y est-ce
que cela a un sens ?

Enoncer les croissances comparées en oo

Quels sont les ensembles de départ et d’arrivée de arcsin ? et de arccos ?
Pour quelles valeurs de x a-t-on arcsin(sinx) = x ? Et sin(arcsinx) = x ?
Pour quelles valeurs de x a-t-on arccos(cosx) = x ? Et cos(arccosx) = x ?
Donner les dérivées de arccosx et de arctan x.

Quels sont les ensembles de départ et d’arrivée de arctan ? et de th ?

Donner deux expressions de la dérivée de thux.

Chapitre 8 :

Soit f, g deux fonctions de D dans R. Que signifie f < g ?

Soit f et g deux fonctions dont on note D et D, les ensembles de définitions. Que doit vérifier
un réel x pour que (go f)(x) ait un sens ?

Soit f : D — R. Donner la définition de “ f est croissante” et de “ f est strictement décroissante

Si f est croissante et g est décroissante, quelle est la monotonie de go f ? Et si f et g sont
toutes deux décroissantes ?

Soit f : D — R. Donner la définition de “f est majorée”

Soit f : D — R. Donner une caractérisation en termes de quantificateurs de “f est bornée”
Soit f : D — R. Donner la définition de “f admet un minimum en a”

Donner la définition de “ f est continue en a”

Donner la définition de “ f est dérivable en a”

Donner deux formules de dérivation (au choix de I'’examinateur)

Chapitre 7 :

Soit A C E. Donner la définition de 'application indicatrice sur A.

Soit f: E — F et BC F.Compléter:x € f'(B) «— ......

Soit f: E — F etA C E.Compléter:y € f(A) < ......

Soit f : E — F. Donner la définition de “f est injective” en termes de quantificateurs.

Idem que ci-dessus, ou bien avec “f est surjective”, ou bien avec “f est bijective”.

Soit f : E — F. Si f est injective, que peut-on dire de 'équation (Eq,) : y = f(x) d'inconnue
xek?

Idem que ci-dessus, ou bien avec “f est surjective”, ou bien avec “f est bijective”.

Compléter les formules: (f~1) ™1 =...et(gof) ' =...

Rappeler la définition d'une similitude directe.

Chapitre 6 :



Soit z et 7 deux complexes et A un réel. Parmi les formules suivantes, compléter celles qui
sont vraies (et seulement celles-13) :

Re(z+7)=... Im(zZ)=... Re(Az)=... Im()=...

Compléter les formules suivantes: z+z=...etz—z=...
Compléter I'identité remarquable suivante : [u+v|? = ...
A quelle condition sur u et v a-t-on |u+v| = |u| + |v| 2
Donner les deux formules d’Euler.

A quelle condition est-ce qu'un complexe z admet une forme trigonométrique ? Donner cette
forme en précisant dans quels ensembles appartiennent chaque nouvelle variable.

Mettre sous forme trigonométrique un complexe de la forme a et/ou de la forme ib avec a et
b deux réels choisis par I'examinateur.

Sire!® =r'e'? (avecr,”’ € R’ et 8,6’ € R), que peut-on en déduire sur 7,7, 6,6’ 2

Combien de racines carrées possede un nombre complexe w ? Si z est une de ces racines, que
peut-on dire ?

On considere le polyndme az® + bz +c avec a,b,c € C. Que vaut la somme de ses racines ? et
le produit ?

Soit n € N*. Quelles sont les racines n-iemes de 'unité ?
Soit z € C. Ecrire ¢* sous forme trigonométrique.

Soit z € C*. A quelle condition sur arg(z) a-t-onz € R* ?etz € R*?

Chapitre 5 :

Pour cosinus, sinus ou tangente : une formule a compléter parmi les formules de changement
de quadran, d’addition, de duplication, au choix de I'’examinateur.

Compléter: cosa =cosb < ...
Compléter : sina = sinb <— ...
Compléter : tana =tanb <= ...

Quel est 'ensemble de définition de la fonction tangente ?

Chapitre 4 :

n n
Compléter les formules Y k=...et } k> = ...
k=1 k=1

Compléter la formule ¢ — b" = ...

n
Compléter la formule Z * =
k=0

k

Enoncer la propriété du triangle de Pascal.

n
Donner la définition de < ), avecn € N* etk € Z.

Compléter la formule (a+b)" = ...

Compléter : Z ajj = Z Z ajj = Z Z aij
= j=... =,

1<i<j<n

Chapitre 3 :

. 2
Compléter:Vac ... Va’=... et VYac... Ja =...
Enoncer la premiére inégalité triangulaire.

Enoncer la seconde inégalité triangulaire.



Sia < b, a quelle condition sur a et b peut-on en déduire a* < b ?

Sia < b, a quelle condition sur a et b peut-on en déduire /a < Vb?

1 _1
Sia < b, a quelle condition sur a et b peut-on en déduire — > b ?
a

Soit x et y deux réels et k un entier. Parmi les formules suivantes, compléter celles qui sont
vraies (et seulement celles-13) :

x+yl=... Ix+k|]=... |[2x] =...

Chapitre 2 :
e Quels sont les éléments de [—4,2] ? Etde [ —4,2] 2
Si (a,b) € RY,. x [0,27], que peut-on dire de a et de b ?
Expliciter 'ensemble &7({1,2}), i.e. 'ensemble des parties de {1,2}.

e Quelle est la caractérisationdex e ANB?2dexc€ AUB?

e Compléter les formules suivantes:ANB=...etAUB = ...

e Sous quelle condition est-ce que des ensembles Ay, - - - ,A, sont-ils disjoints deux a deux ?

e Compléter : les ensembles Ay, - -- ,A, forment une partition de E siAy,--- ,A, sont ............ ,

disjoints deux a deux et si .......ccccecuenenne.

Chapitre 1 :
e Soit P et Q deux assertions. Donner la négation de “P — Q”.
e Soit P et O deux assertions. Donner la négation de “P ou Q”.
e Soitn € Z. Donner une caractérisation de “n est impair” en termes de quantificateurs.
e Donner la négation de 'assertion suivante : ... (au choix de I'examinateur).
e Qu’appelle-t-on la contraposée de 'assertion “P — Q" ?

e On souhaite montrer une assertion H,, pour tout n € N par récurrence double. Décrire ce qu’il
faut démontrer pour I'initalisation et pour I'hérédité.

e Méme question que ci-dessus pour la récurrence forte.

Quel raisonnement utiliseriez-vous pour démontrer que V2 nest pas rationnel ?



